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SUR LES 

FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES. 



Introductiok. 

I. Le mode de représentation des fonctions qui se présente le pre- 
mier à l'esprit est le développement en séries de puissances. Vient ensuite 
la représentation par séries de polynômes, séries trigonométriques et, en 
général, par séries de fonctions quelconques. 

La représentation par séries de polynômes est un cas particulier de 
la représentation par fractions continues ou par fractions rationnelles dé- 
terminées. 

EuLER *) a le premier développé une fonction en fraction continue. 
Lagrange **) puis les mathématiciens du XIX^ siècle ont ensuite fait 
quelques pas dans cette voie difiEcile. 

Une des tentatives les plus intéressantes a été celle de Laguerre ***), 
qui s'est efforcé de développer en fractions continues les fonctions Z(7i) 
vérifiant Téquation différentielle: 

P(0 X ^^ = Q(0 X Z(0 + u(0, 

OÙ ?, C> n sont des polynômes quelconques en ;(. 

Laguerre n'a donné que des indications générales sur la manière 
de traiter le problème; il n'a étudié complètement que certains cas très 
particuliers. Cependant sa méthode donne effectivement, comme je le 



*) Eulbr, Introductio in amlysin infinitorum, t. I, pp. 368-573. 
**) Lagrange, Sur Vusage des fractions continues dans le calcul intégral (^Œuvres 
complHes, t. IV, pp. 301-332). 

•••) Laguerre, Œuvres, passtm. 
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montrerai, le développement en fractions continues des fonctions Z(;() 
vérifiant Téquation : 

(1) (a^^b)(c:^ + d)^-^ = (n+ î)^(0 + n(0. 

où a, b, Cy dy p, q sont des constantes quelconques et II (:() un polynôme 
quelconque en t^. 

Tous les développements donnés par Laguerre sont des cas parti- 
culiers de celui-ci. 

2. Les fractions continues algébriques sont de formes très diverses 
et M. Padé *) s'est proposé d'en faire la classification. Il a publié à ce 
sujet un mémoire remarquable. 

3. Développer une fonction en fraction continiUy classer les fractions 
continues sont deux problèmes importants, mais qui n'épuisent pas le 
sujet. Non moins importante est la question de convergence et Halphen **), 
Stieltjes ***) ont montré quels beaux résultats cette étude pouvait 
donner. 

4. Le principal objet de ce Mémoire est l'étude de la convergenu. 
Suivant la classification de M. Padé, que je rappellerai brièvement, 

je partage les fractions continues, qu'il appelle simples, en trois classes. 

Je fixe complètement les conditions de convergence des fractions 
continues de la première classe. Ces conditions dépendent de la nature de 
la fonction développée en fractions continues. Les développements de cette 
classe convergent dans des cercles pouvant comprendre à leur intérieur les 
pôles de la fonction, mais limités aux points singuliers essentiels de la fonction. 

Je détermine ensuite les conditions de convergence d'une classe 
très étendue de fractions continues de la seconde classe. Les termes de 
trois réduites consécutives 

U U U 

F ' F ' V 



•) Padé, Thïst. 

•*) Halphen, Traité des fondions eliptiques, tome II, p. 575. 
**•) Stieltjes, Recherches sur les fractions continues [Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, tome VIII (1894), J: 1-122J. 
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d'une fraction continue quelconque de cette classe — et en général de 
toute fraction continue algébrique — satisfont en effet à une même loi de 
récurrence : 

OÙ Ay By C sont des polynômes en [ fonctions du rang n des réduites. 

Dans U cas très étendu où Ay 5, C, sont des polynômes en ;(; et « 
[cas qui comprend les développements de la fonction Z(x) vérifiant Té- 
quation (i) et beaucoup d'autres infiniment plus généraux] je montre que 
la fraction continue représente — sauf cas particuliers — la fonction dans 
tout le plan de la variable :(, à l'exception des points situés sur des coupures 
qui s'introduisent d'elles-mimes dans les calculs. 

J'étends même les caractères de convergence des fractions continues 
de cette nature à des fractions continues qui ne rentrent pas dans la 
classification de M. Padé, mais qui ont été rencontrées cependant par 
divers mathématiciens, Laguerre par exemple. 

Je montre enfin que les développements de cette dernière classe se 
rapportant à certaines fonctions possédant deux points singuliers qui peuvent 
être des points critiques algébriques ou logarithmiques convergent dans tout 
le plan de la variable^ sauf sur la coupure rectiligne joignant ces deux points. 

Dans une troisième partie, j'étudie les fractions continues dues à 
Gauss et i Lagrangb et je montre qu'ordinairement elles représentent 
les fonctions dans tout le plan, sauf sur les coupures nécessaires à rendre 
ces fonctions uniformes. 

Quelques-uns des résultats énoncés dans ce Mémoire ont été publiés 
déjà dans les Comptes Reruius de l'Académie des Scienus de Paris *) et 
dans le Bulletin de la Société Mathématique de France **). 



•) Tomes: CXXXIV (i«'scm. 1902), pp. 1489-1491 ; CXXXVIII (i^sem. 1904), 
pp. 471-474; CXXXIX (2* sem. 1904), pp. 846-848. 
♦•) Tome XXX (1902), pp. 28-36. 
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PRÉLIMINAIRES. 



I. — Le tableau des fractions approchées. 

5. Soit ZQQ une fonction développable dans le voisinage de la valeur 
zéro de la variable 7i en une série procédant suivant les puissances entières, 
positives et croissantes de cette variable et ne s'annulant pas pour :(^=o: 

Z(0 = ^o + ^.^ + ^a^' H y ^o 7^ o. 

Soit maintenant (^py q) un couple de nombres égaux ou inégaux, pris 
dans la suite 0, i, 2, 5, ... . Considérons l'ensemble des fractions ra- 
tionnelles irréductibles dont le numérateur est au plus de degré /> et le 
dénominateur au plus de degré q. Si l'on se propose de déterminer, parmi 
les fractions de cet ensemble, celles qui représentent le mieux la fonction 
Z(^ dans le voisinage de la valeur zéro de :(, c'est-à-dire celles qui, x, 
étant infiniment petit, diffèrent de la fonction d'une quantité dont l'ordre 
infinitésimal soit supérieur ou au moins égal à celui que l'on obtient en 
employant une quelconque des autres fractions, on arrive i la proposition 
que voici, démontrée par M. Padè: 

Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes ont 
des degrés égaux au plus à p pour le numérateur, à q pour le dénominateur 

(p :^ q) il en est une -^ qui donne une approximation dont Vordre est 

supérieur à celui de l'approximation fournie par une quelconque des autres 
fractions. 

Ainsi, i chaque couple (/>, q) de nombres de la suite o, i, 2, 3, . . . 
correspond une fraction rationnelle approchée pour la fonction Z(;(); ces 
fractions forment donc un ensemble complètement défini et se présentent 
comme les termes d'une suite à double entrée; pour cette raison, nous 
les écrirons, avec M. Padè, dans les cases d'un tableau rectangulaire, 
illimité à droite et en bas; les fractions d'une même file horizontale 
correspondront à une même valeur de q, celles d'une même file verticale 
à une même valeur de p. Dans la première file horizontale figurent ainsi 
les polynômes approchés successifs déduits de la série de puissances en- 
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tières qui représente Z(:^): 
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comme on le voit, les indices supérieurs marquent les degrés en ;(; dans 

£/; 

la fraction t^, l/J est de degré p et FJ est de degré q. 

On peut déterminer comme il suit la fraction -^ . 
Si 



on écrira 



^= ^-\-y,K + y^i"-\ hy,i*> 



ou 



n~ ^+y,t-ï-yi<-\ 1->,^' 

et on identifiera les coefficients de 

^> ^> K f • • • > ^ y 

ce qui donnera un système de /? -j- g équations linéaires déterminant les 
inconnues 



■^i > ^2 > ^3 



*♦» y., y^y y 



)> 



>-,• 
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n. — Les fraotions oontinues déduites du tableau. 

6. Aux fractions rationnelles du tableau correspondant à une fonction 
de la variable t^^ M. Padé fait correspondre comme il suit des fractions 
continues. 

Il remarque que la plupart des fractions continues étudiées jusqu'i 
ce jour se réfèrent à 3 types principaux: 



% = i-hii-{- 



«^ 



i + k+ ^ 



i + f^ + _K_ 



1 + 



= 1 + 



«^ 



x+-^ 



:+^^ 



1 + 



= i + flt + "^ 

I + K + - 



^l' 



i+c^+-^ 



1 + 



OÙ les quantités a, «, ^> P, • • . sont des constantes. 

Puis M. Padé classe d'abord les fractions continues en deux groupes 
définis par leurs formes 

(I" Groupe) a^-\ ^ (!!*»• Groupe) *' 



ût CL 



«A ' • . Oj 






"'»,+ •. 



et après avoir rappelé qu'une réduite est la fraction rationnelle obtenue 
en réduisant une fraction continue limitée au quotient de deux poljmômes 

entiers, il montre que les termes de la réduite -p^ : 
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1^ = «. + '^^—r (I" groupe), 

& = ^^^— — (H*"" groupe) 

• OC. 

sont définis par Tunique loi de récurrence 

^^ Uifi-.-^a,V^^ = F, = 3. 4. P....) 

avec 

^.='».» ^".=1. f^.=«.«.+«a. ''.=«. (I" groupe) 



^^^^U.=«., F=«., C/=«.«„ r=fl.a,+«, (n*" groupe) , 

d'où l'on déduit les formules: 

yr-y » *»— y ' *<— u. V. —U. F. . 

(I« groupe)^ • • '-' -' -' '-^ 



a-V t^^.^.-^.^.-, 

'~ " *~ U^,F^,-U,_,F^ 

UF—UF U. F.—U.F. 

\ I ^t> » 



•-JM." 



U ' '~ U. F. —U. F. 
m^* groupe") l ' -* — -' '-*' 

V^*i gruupc;< F — VF. 



Aux suites de polynômes 17, V définies par les relations (i), (2) cor- 
respond donc toujours une fraction continue; même, en effectuant cer- 
taines multiplications sur les éléments de la fraction continue, on ramène 
celle-ci à une fracdon continue dont les éléments sont des polynômes.' 
M. Padê se borne abrs à la considération des fractions continues 
simples, c'est-à-dire aux fractions contmues dont les éléments sont de la 
forme 

(A^, ... , A.y B^, ... , B^ constantes) , 
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ce qui nécessite que les polynômes 17, F, qui en constituent les réduites, 
aient tous un terme constant non nul et que les quantités U^F._^_^ — ^i^x^i 
se réduisent toutes à un monôme entier en \, ayant un coefficieni différent 
de Tiéro et un degré croissant quand i augmente^ 

7. n suit de ces propriétés qu'il ne peut y avoir qu'une seule frac- 
tion continue simple, telle que ses réduites successives soient respectivement 
égales à des fractions rationnelles irréductibles données 

U U U 

et ici se pose la question : Comment doivent être choisies, dans le tableau 
des fractions distinctes, des fractions pour qu'elles soient les réduites d'une 
fraction continue simple? 

Il faut que : i"* la première fraction de la suite appartienne au bord 
du tableau ; 2° les carrés contenant deux fractions consécutives quelconques 
soient toujours contigus ; 3° une fraction quelconque de la suite soit toujours 
plus avancée dans le tableau que celle qui précède en ce sens que la somme 
des indices doit aller en croissant d'une fraction à l'autre. 

Ici, M. PAoi revient à la considération des types ^ ||, 1^ et ap- 
pelant fractions continues régulières les fractions continues simples dont, à 
Texemple de celle-ci, tous les numérateurs partiels ont le même degré, 
ainsi que tous les dénominateurs partiels., avec exception permises pour 
les éléments: 

(!•' Groupe) a., a,, 

(n*«« Groupe) a,, a^, «,, 

il montre qu'on peut choisir de 3 manières différentes, et 3 seulement, 
des fractions du tableau de manière i obtenir les réduites successives 
d*une fraction continue régulière: 

\^ En prenant des fractions consécutives situées sur une ligne horizon' 
tak ou verticale, ce qui donne la forme JL. 

2® En prenant des fractions consécutives situées sur la première diago- 
nale principale, c'est-à-dire faisant partie de la suite 

U^ U]^ Ul U\ 

m 9 rri > yi 9 r^f 1 • • • 
o t a ^ $ 

ou sur une parallèle à la diagonale principale, ce qui donne la forme (t^. 
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3* En procédant comme il suit: quand on passe d'une fraction à la 
suivante, on doit se déplacer parallilement à l'un des bords du tableau, si 
Von passe encore à la suivante, on doit se déplacer parallèlement à Vautre 
bord, et ainsi de suite; la forme générale du chemin est ainsi celle éVun 
escalier à degrés égaux ayant pour direction générale celle de la diagonale 
principale ; les deux premières fractions de la suite doivent appartenir à la 
première file horizontale ou à la première file verticale. On obtient ainsi la 
forme §. 

8. Conformément à cette classification^ j'étudie en premier lieu les 
fractions continues qui correspondent à des suites de fractions rationnelles 
consécutives toutes sur une même ligne horizontale ou verticale du ta- 
bleau (forme ^jL). 

Les résultats obtenus pour les fractions de cette cat^orie se basent 
sur la nature des singularités de la fonction génératrice Z(:Q. 

En second lieu, j'étudie les fractions continues qui correspondent à 
des suites de fractions rationnelles consécutives toutes sur une même dia- 
gonale principale (forme (1|) et j'étends les résultats à des fractions de 
même nature que M. Padê n'a pas considérées. 

Ici, c'est par l'étude directe des relations de récurrence liant les 
réduites que j'arrive à fixer les conditions de convergence. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME %- 



CHAPITRE I. 



Les réduites sont constituées par les fractions rationnelles 

5 S 3 ^ 

fTP» yt' y,> "> yt^ 

de la ligne horizontale de rang p du Tableau des firactioos 
approchées. 

9. La fraction rationnelle 

t?_ 5„ + q,;c + cu' + • • • + c:-..,t"- + ci^c 

est définie par cette condition : que les m -|- /) + i premiers termes de 
son développement suivant les puissances entières et positives de la va- 
riable ^i soient identiques aux m -f- p + ^ premiers termes du dévelop- 
pement en série 

de la fonction Z(X) qui correspond au Tableau des fractions -=- . 
Identifions les termes du produit 

aux termes de £7^. D vient 
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(Il) 



(0 



(2) 



eu = 5, - 5r.,s^. + •••+(- ly 5;.,s,. 

o = 5_, - 5:,s_^. + •••+(- iy5;,s,. 



Je remarque qu'ici l'indice p est un entier positif déterminé au lieu que 
l'indice m varie de zéro à l'infini. 

Otj m. Hadamard *), à propos de recherches sur les séries, a montré 
que, si les modules des pôles a, , «^ , . - . > «^ , a^^, de la fonction repré- 
sentée par la série SS^^ vérifient les inégalités 

(3) K\ ^ K\ ^ K\ ^ • . . ^ K\ < I V«l ^ l«P-l ^ • • • ^ 

I^ coefficients BT tendent^ quand m croit indéfiniment, vers des limites 
^i,p9 ^^^ q^ l'on ait 

^'=!»'^=(.-t)(-t)-(-t)- 

chaque pôle multiple devant ttre compté pour autant de pôles simples qu'il 
entre d'unités dans son degré de multiplicité. 
Au contraire, si 

l«il ^ l«J ^ • • • ^ l%l = I v«i ^ I v«i ^ • • • > 

H se peut que les quantités fT^ tendent vers des limites qui ne soient plus 
les fonctions symétriques des affixes des pôles a^ , a^ , . . . , «^ ei même ne 
tendent vers aucune limite. 

Il est donc à prévoir que, si les inégalités (3) sont vérifiées, le cercle 



*) J. Hadamard, La sàrU de Tatlor et son prolongement analytique, p. 41. 
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de convtrgenu de la série 

u: /Ul Ul\ {V\ U\\ 

a pour rayon |a^^ J . 

10. En effet, posant 

^ = c^r ^t - o; VL. = [So + cf,_^ + • • • + ct..,._.t-] 

x[i - k;^+ •••+(- iyBz\']. 

la série (S') prend la forme 



(S") 



s 

p p fTp yp yp 



^\ 



^\ 



puis ^ se réduisant à un terme monâme *) et le terme en iC^^ ^ seul 
de son espèce, étant irréductible 

Calculons 

Ci.. ^;- 

Éliminant 5^^^, ^^^, ... , 5*^ entre les équations (2) et la dernière 
des équations (i), il vient 

S — O S 



5« 
5. 






d'où 



hj>-i 



5. 



= 0, 



Cl = 



S s 
S S 






^m-^p Om-t-p^i 



S» 



S s 
s s 



5^^. 
S^^. 



^m-i-p-t ^«-f-/-a • • • '^« 



.. t/j 



^) On sait que si -r^ , -^ sont deux réduites consécutives du tableau, la diffè- 
rence l/|y^ Pp '■^ UpV2^ 9t réduit à un terme monânie. 
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Quant à 5!"., le système (2) nous donne semblablement 



^,. = ± 



5 s 

S S 



s. 



^m^P '^m'hp—i 



5. 



et on en conclut 



''m-i-p— 



S 

1 '^■1-4-^— a 



^ = ± 



S s 



5 S 

5 S 



posant n — p = iy il s'agit donc de déterminer le rayon de convergence 
de la série 






. s. 



^f»-^^a 






5^. 



. 5. 



«— ^i 



kaoe 

z± 



5» V. 



Sh-i-p Sk-i-p^i . 






s. 



•'k^l 



-'Jk-Hi 



-'k-i-a 






^»+;-i ^i+^i 



. S, 



k-»-2^a 



X 



'^ ^k-1 '^ ^» 



,af+» 



ou, plus simplement, le rayon de convergence de la série 



Su V. 



. . S, 



''k^p 



n^p Ok^p^i 



k-t-p-^i 

Sk^p 



Su 



-'k-Hi 



-'i-hi 



■'i-i-a 



''*-»-^i 

5»., 



Sjk^.|,_, 5j_^^_^ 



■'k-Ha^a 



-^^', 
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puisqu'on a convenu de supprimer de la suite (S') les fractions -^ où 

V s'annulerait pour la valeur de 7^ considérée. 

M, Hadamard *), recherchant un pol)môme P(;[) tel que le produit 
d'une série donnée j{jO par ce polynôme soit une série convergente 
dans un cercle de rayon supérieur au cercle de convergence de /(0> ^ 
rencontré, lui aussi, ces rapports de déterminants. 

Écrivant avec lui 



^-..= 



5.. 



•^•M-i •^iii-»-a 



m-^p^x 



nous aurons à chercher le rayon de convergence de la série 



t±-^z^^'. 



Or, on sût, d'après Cauchy, que ce rayon a pour expression 






Mais si les in^alités (;() sont vérifiées, on ssdt aussi que 



le rayon de convergence de la série (S') est donc bien («^,). 

II. CoMVERGEKCB UNIFORME. — Si pour une valeur déterminée i^ de 
la variable ;^ les suites 



Ul 



^l 



U; 



^l 



yp > yp y yp > - " f yp 3 ' " 

(Ugne horizontale de rang p -f~ ^ ^^ tableau) 



*) Loc. dt, p. 40. 
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X 



Ul 



u' 



vy '"' vy " 



(ligne horizontale de rang q -]' i in tableau) 
tendent l'une et Vautre vers des limites déterminées , ces limites sont identiques. 

n suffit de démontrer que si les fractions -^ , d'une part, -p^i d'au- 
tre part, tendent vers des limites finies et déterminées quand l'indice k 
croit indéfiniment, la différence de ces réduites tend vers zéro. 

Sous ces conditions, 






+ 






tendra en effet vers zéro. 
On a 

U* [7* t/* F' 17' r*"* 



rr' 



vi 



V{V^' 









r**^^» 








•^k • • • Sj_^ 






Oh-t-p ... c)j 




^k • • • ^Jk-^HI 


5 


^-l-j>__, • • • ^h 





=(-iyx 



ou, posant A — /> + i = i!»» 



X 



5 


i+i ' • • ^4-»-^ 


I 


Sk^p^i . . . Sj^, 




^i ... Sj_^ 






•^4+^ • • • ^Jk 





X 



fi+p+l 



t7» 






I y^ r» ^^ "V. ' 



Pour la valeur de :;_ considérée, V{, F^' tendent, comme les ré- 
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duiteSy vers des limites déterminées. Il suffit donc de montrer que, pour 
cette valeur de [, 'P :^*"^^' tend vers zéro lorsque k (ou h) croît 

indéfiniment. 

Il en est bien ainsi, car la série 






a pour rayon de convergence |%^,f, nombre supérieur i ^^ puisque, 

par hypothèse, la suite ^, de rayon de convergence |x^^J , converge au 
point ^^. 

12. Si la suite 

qui n'est autre que la suite 

du développement en séries de puissances limitées de la fonction Z(jO, 
converge dans un cercle de rayon R^ les suites 

f„f\ / £ P 

\y J yp 3 yp i " ' i yp 9 ' • ' 

o I n 

convergeront dans le même cercle et y représenter ont la fonction Z(;0 
tout comme la suite (c). Il se pourra même, sous les conditions que 
nous allons énoncer et qui sont les conséquences immédiates de l'analyse 
précédente, que les suites (a') convergent et représentent la fonction 
Z(jO dans des cercles de rayon R ^ R: 

Étant donné une série de puissances entières positives et croissantes, 
représentant une fonction Z(x) dont les pôles les plus rapprochés de ^origine 
sont intérieurs à un cercle (C) lui-mime intérieur aux pôles suivants, chaque 
pôle multiple étant compté pour autant de pôles simples qu'il existe d'u- 
nités dans son degré de multiplicité, la fraction continue déduite de la 
ligne boriiontale de rang p du tableau de M. Padé représente la fonction 
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ZQi) dans un cercle de rayon |a^^J, où ol^_^^ est Vaffixe du pôle le plus 
rapproché de l'origine parmi tous ceux qui sont extérieurs au cercle. 

Si tous les pôles sont simples et de modules différents, la représentation 
a lieu dans des cercles d'autant plus grands que la ligne horÎT^ontale choisie 
est plus éloignée dans le tableau. S'il y a des pôles de même module, 
multiples ou non, il y a stationnement, en ce sens que plusieurs lignes 
horizontales consécutives représentant la fonction ont le même rayon de 
convergence. 

S'il y a enfin des points singuliers essentiels, le stationnement se pro- 
longe indéfiniment; aucune des fractions continues considérées ne représente 
la fonction en dehors du cercle sur la circonférence duquel se trouve le point 
singulier essentiel le plus rapproché de l'origine. 

13. // se peut que la suite 

diverge quelque petit que soit (:(). Le point 7i=^o est alors un point singulier 
de la fonction Z(7(^. Si ce point est pôle simple et si «, est Vaffixe du point 
singulier le plus rapproché de l'origine, la suite des fractions constituant la 
seconde ligne horizontale du tableau convergera dans le cercle de rayon |a J , 
car les dénominateurs de cette suite tendront vers ^^ Si le point ;^ = o était 
pôle multiple d'ordre p, les suites de fractions constituant les lignes horizon- 
taies de rang >• /> — i convergeraient seules dans le cercle de rayon |«,|. 
Enfin, si le point était point singulier essentiel, aucune des suites de réduites 
horizontales ne convergerait. Ces conclusions admises, on est ramené au cas 
général. 
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CHAPITRE n. 
Les réduites sont constituées par les fractions rationnelles 

ui ui m uL 

r/ ry fr«, •••. ^, ••• 

de la colonne verticale de rang p -{- i du tableau. 

14. Je considère la fonction Z(x) 



_,„ -•(-f)(-f) 
(-f)(-|)- 



= -So+S.;^ + S.;C*+--- = 



i + «.^4-«.e + 



OÙ les zéros d'une part, les pôles de l'autre, sont rangés par ordre de 
modules croissants. Les coefficients / sont déterminés en fonction des 
coefficients 5 par l'équation identique: 





(5o-f 


■5.^+.. 


•)X(i 


+ '.^ + ' 


X+' 


•0 = 


5„ 


qui 


donne 














(4) 


'on pose, 1 


/ 5. + Sj. 
|5, + S./. 


= 

+ 5.1, 


+ 5.*, = 


■■ 








s, + s^. 


'. + 5, 


_.',+ ••• 


+ V, 


= 




sir 


)ar ailleurs, 




















Se 









i + «U + 'U* + 

= 5„ + 5.;C + 5.;C'+--'+5,r + pr*'+--- (m=i.a,î....X 
les constantes /| , t\y . . . , ^^ seront déterminées par le système 
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et la comparaison avec le système (4) montre que la fraction de rang 
m -|- I de la première colonne du tableau relatif à la fonction Z(^ a 
pour expression 

s, 



La suite des fractions de la première colonne est donc 

I ' i + /.t' i+KK + tX"' 

15. H est clair que pour toute valeur de 7i de module inférieur i 
|a|, cette suite converge vers une valeur finie, déterminée et diflFérente 
de zéro, exception faite pour les pôles situés à l'intérieur du cercle de 
rayon |a|. Au contraire, cette suite tend constamment vers zéro quand 
;( est à Textérieur du cercle de rayon |a|. 

On peut faire un raisonnement identique pour la colonne verticale 
constimée par les réduites de rang /> -f- i> en se basant sur ce fait que 
les zéros et les pôles de la série 

sont pôles et zéros de la série 

En effet, si Ton pose d'une part 

(je dis « poser » pour indiquer que A^, -4, , . . . , -4^ , u, , . . . , u^ sont 
détermmés par la condition que S^, S,, . . . , S^^^ soient les coeflScients 
des n -|- p premiers termes des développements de la fraction rationnelle) 
et d'autre pan 
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on a idendquemenc 

t;. = u.^ B. — A.,... (t=i, 2, ..., If), 0*==i. a. •••>^)- 
Ce /emm^ résulte de ce que 

s, 

ce qui permet d'écrire 

i+v,;C + Va^H h^-î" i+«*.:C+«a^'H h^«^* 

Nous en concluons la proposition que voici : 

La suite des réduites constituant la colonne de rang p'\- i du tableau 
se comporte comme la suite des réduites formant la ligne horizontale de 
rang /) + l, i cette différenu près qu'ici les cercles de convergence sont 
les cercles passant par les xéros de la fonction représentée par la série ei 
qu'en dehors de ces cercles la suite des réduites tend vers xéro, au lieu de 
tendre vers l'infini. 

En effet, on peut déterminer la réduite 

en posant 
ou 

= -j-+ 5 +-5-+ ••• H 5 1 5 \r "'• 

Cela ramène l'étude de la suite des réduites de la colonne verticale de rang 
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p à Vétude de la suite des réduites de la ligne horizpntale de rang p du 
tableau correspondant à la série 



Zh'=xZ''''- 



La suite des réduites d'une colonne verticale quelconque ne saurait prolonger 
la fonction en dehors du cercle dont la circonférence passe par le point sin- 
gulier essentiel le plus proche de Vorigine, puisque si le point ol est point 

singulier essentiel pour la fonction Z(x) il l'est aussi pour la fonction y-jr\ - 

Dans certains cas, il y aura évidemment lieu de préférer les suites de 
réduites verticales aux suites de réduites horizontales. C'est ainsi que la 

première colonne verticale du tableau relatif à la fonction ? _ v 

donnera un développement convergent dans le cercle de rayon 2, tandis 
que la première ligne horizontale donnerait un développement conver- 
geant dans le cercle de rayon i seulement. 
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DEUXIÈME PARTIE. 



LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME <Ç. 



CHAPITRE L 



Forme générale des relations de récurrence existant entre les 
termes de trois réduites consécutives d*tme fraction con- 
tinue de la deuxième classe. Extension aux fractions com- 
plémentaires. 

I. — Fractions de la deuxième classe ordinaire. 

i6. De telles suites de réduites sont de la forme (cf. le tableau 
des fractions approchées) 

(0 pS-> T^- > 7^'*** (/> = o, I, a, 3, ...), 

17. Nous allons considérer 3 réduites consécutives de la suite (i) 



ou 



pn-i > yn > r/n-»-i ^" F ^ F * F * 

p-hn—t ' p-^n '^ p-i-n—i '^ «— i ' n ^ n-^-i 

ce qui n'oflfre aucune ambiguité si Ton se rappelle que les fractions ap- 
partiennent à la diagonale au-dessus de la première diagonale et de rang 
p, qu'elles sont consécutives et que les indices marquent les degrés en :^ 
des polynômes C7, F. 
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Si ces fractions représentent une fonction 

on aura par définition 

-(^o + ^.^+ ••• +Va-^'"'" + f^^''^'"''+ ...) = P^^^--'+ •••, 

d'où 

Or le premier membre de cette relation est un polynôme en :( de 
degré /> + 2 » + ^ î ^^"^^ '® deuxième membre se réduit à son terme 
de moindre degré en 7^ et 

(3) U^., y, - U^n y,.. = <n)z^"-' , 

OÙ (j(n) est un polynôme en n, qu'on obtiendrait en faisant ^= i. 
Changeant n en n — i. 

Éliminant :^ entre cette relation et la précédente, il vient 

<»XU^n., K - U^ y^,) - <'(n)7:{U^ r._. - V, £7^_) = o, 

ou, quel que soit 5^, fonction de n et de :(, 

V,[oin - I) t/^,. + B, U^ + cin)x: C7^J 

- U^,[o{n - i)r,^, + B,F, + c(n):Cf^,] = o. 

Si B^ est déterminé par cette condition que 

<» - t^^... + 5. Up^ + <^(")^' u^, = o, 

on aura semblablement 

<n - 0^... -\-B,F,-\- <nXF^, = o. 

Amsi, il existe une mime relation de ricurrenu entre les numérateurs et Us 
dénominateurs de } fractions consécutives appartenant à une diagonale prinr 
cipale située au-dessus de la première diagonale principale ou, ceci est un cas 
particulier, appartenant à cette première diagonale principale même. 
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Cette proposition est un cas particulier d'une proposition que nous 
avons rappelée au début. 

i8. Réciproquement, considérons six polynômes 
U U U V V V 

liés par des relations de récurrence 

^. t^^^. + 5. £7^. + C, t7^_ = o, 

qÙl A^t B^^ C^ sont des polynômes en :^ fonctions de n. Sous quelles 

conditions les fractions ^*'^' , — ^ , ^^^^' seranUlles fractions cofh 

sécutives d'une mime diagonale principale d'un tableau de M. Padê? 
Éliminons B^ entre les relations précédentes; il vient 

changeant n en n — i, 

et, par- multiplication, ^ 

Or, si 



r r c 






t+' 



^=S = «o + «.^+ ••• +«,î' + l*^'*'+ •••, 



o f 



OQ aura 



r F 

d'où 



t',.,^,-t^,''. = (pr'+ ••0^o^. = «(-k^ 



^p-^^ 
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par raison d'homogénéité, d'où 

Mais (3) cette expression doit être de la forme <t(«);^'**"*'; il vient 
donc, en posant 



et, de même, 
d'où 



/./^. .../. = e(»)î", 

__eoo_ c. 



e(«-i)^ -A, 

Ainsi C. est de la forme 

e< les rtli lions de récurrence sont de la forme 

^.^... + 5.^. + n(«)^'^.r._. = o. 

D'ailleurs, si A^ est de degré h en :(, B^ sera de degré fe -}" ï> P^ 
raison d'homogénéité. Même dans les fractions du type (C) que nous 
considérons plus spécialement, A^ et B^ sont de degrés respectifs o et i 
en n. 

Enfin, il est évident qu'une relation de même forme existe entre 
les réduites de la suite (2), correspondant à une diagonale simée au-des- 
sous de la première diagonale principale. 

II. — Fractions de deuxième classe complémentaires. 

19. Le tableau complémentaire. 

On peut construire un tableau analogue à celui de M. Padé en 
partant du développement suivant la puissance décroissante de la variable : 

Soit encore 
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et 



^ = a, + a.^ + a,^'+...+a^,r* + X^'*«- + 



on aura 






et aussi 



z(f) = «. + t + ^H- 



Âmsi les fractions 

sont des fractions approchées de la fonction Zl — I = Ç(0» ^^ sens 

de ce mot défini par la relation (i). Nous appellerons ces fractions: 
fractions complémentaires. 

20. Loi de récurrence liant les termes de fractions complémentaires con- 
sécutives. 

Considérons une suite de fractions approchées consécutives du Ta- 
bleau de M. Padé appartenant à une diagonale principale située au-dessus 
de la première diagonale: 

r ' F ' V 

et liées par la relation de récurrence 



On aura aussi 



+ n(„)Jr<t;^,(-i-) = o 
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et si -4^, B^ sont respectivement de degrés h et h -{■• i en :(, 
où 

<.(0=^*^.(y). 5...(0=^**'5.(^), u,^xû=i'u,(±.) 

et de même 

les fractions approchées étant 

Dans les relations de récurrence en question 



(3) 



I <. ^..M + 5.,. f'... + n („) <, r_,. = o. 



les polynômes A^^y 5^, sont respectivement de degrés fe et fc -j- i. 

Pour une suite de fraction appartenant à une diagonale prindpale 
située au-dessous de la première diagonale principale, on aurait sembla- 
blement 

<r U.^^.^ + 5.,, l/,. + n(n)^,,, U^^^^, = O, 
7} Uni 

les fractions approchées étant \, "' . 

Enfin, pour la première diagonale principale, on aurait 

f. J A, u...,. + 5.,. t^.,. + n («) <. t/^.,. = o, 

^^^ \ A., f..,, + 5,„ r,,. H- D («) <. r_.. = o, 

les fractions approchées étant -^^ . 

21. Si Von a obtenu la r dation (4) définissant les fractions approchées 
(tableau complémentaire, première diagonale principale) d'une fonction 
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d'où 



(28) 

les relations 

définiront les fractions approchées (tableau de M. Padè, première diagonale 
principale) de la fonction 

En effet (i) 

D'ailleurs 

Df mime, si Von a obtenu Us relations (3) définissant des fractions 
approchées complémentaires d'une fonction Z, (:0, les relations (2) définiront 

les fractions approchées ordinaires de la fonction ZA — I = Z(x)' 

22. Forme des fractions continues complémeniaires de deuxième classe. 
Les termes des réduites de toute fraction continue 



*.+ 



K + 






sont liés par la loi de récurrence 
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Dans le cas qui nous occupe, si A^^^ , jB^ , sont respectivement de d^rés 
o et I en :( et si 

la fraction continue correspondant à la relation sera de la forme 
F= ï^ 



P.+ 



Y« 



«.^+P.+ ^ 



M + ^ + r^ 



les relations de récurrence étant 

^,*. - («.^ + *Jt^. - c.l^^. = o. 



d^aiUeurs les réduites de la fraction continue F correspondant aux lois de 
récurrence (^A) vérifient les relations 

U,^.„ - («.^ + k)U,, - Y.t/^... = o , 

donc 

F = ï^ 

P. + "^ 



K + 



«,^ + ^+ - 



«,^ + *, + - 



Un calcul fecile donne les termes Yi> Pi> Ya> P» «* fonction de U^,, 
t^.... ^0..» ^.... eu sorte que 



F = 



0,1 



C7 



^0..+ 



1,1 



f^M 



"U — I- 1 



V + *, + -f 
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ni. — Relations entre lee airee de convergenoes des fraotione ordinairea et 
des fraotione oomplémentaires de deuxième olasae. 

23. L'étude de la convergence d'une suite de fractions -^ sera 
basée sur l'étude de la convergence de la série 

et en particulier sur l'étude du rapport 

Si le module de ce rapport tend vers une limite moindre que un, la série 
et la suite des fractions convergent. 

St ce rapport tend vers un, il y a doute. En ce cas, l'étude directe 

de la fonction dont les fractions -j^ sont des représentations approchées 

permet parfois de lever le doute. 

24. Comme on l'a vu, il existe une relation simple entre les déve- 
loppements en fractions continues de deuxième classe ordinaires et com- 
plémentaires des fonctions Z,(:^) et Z(:() = Z, I — | . 

// existe aussi une relation simple entre les aires de convergenu de us 
développements. 

Soit en effet j^ des fractions approchées complémentaires (pre- 
mière diagonale) d'une fonction Z,(:(): 

f,-. \ <. ^.*... + K, u.„-\-n («) <. C7^... = o 

^ ^ M.,. ^..M + B,„ F,, + n («) <, r_.. = o 

et -7^ les fractions approchées ordinaires correspondantes de la fonction 



(2) 
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Considérons les deux suites 

et les rapports 

/U U \ /U U \ 

X*^ *i-»-i,i ' %,\ / \' «,1 ' «—1,1/ 

^IM-I,I '^ «,1 ^«,1 '^ «-M,! ^^ ' l»,l *^ «-1,1 -- ^ X '^ «,X '^ «—1,1 

~ U V —U V "^ V V ~"W7 rF— 

«,1 i«—i,i ^'w— 1,1 "^ «,I '^ «+I,I ' «,I '^ «^1,1 ^ «,f 

car les relations (i), (2) donnent respectivement par élimination de 

u^,.,-fn.. - K...,u„> = n(«) X (t/...^^... - ^...u^...) 

Les relations 

V., (0 = < u, (^) , r., (0 = tC K (y) 

permettent d'écrire 

«,W = n(») ^^-yrr tW" 

= „(„),'xZ:(il-yi)=j,.(i). 
' ^-(t)-^-(t) ^'' 

H s'ensuit que, si les suites de fractions (i) représentant la fonction 
Z, (;f) convergent pour la valeur z^^ de la variable, les suites de fractions 
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(2) qui représentent la fonction ZA — \ = Z(^ convergent pour la valeur 

— de la variable, et réciproquement. 

Si la suite (i) converge dans Taire A{x^ y)y c'est-à-dire converge en 
tous les points 3^ = x^-^ iy^ de cette aire, la suite (2) qui représente 

la fonction ZA — I = Z(;^) convergera aux points 

' _ ^o iyo 

^o + i^'o < + yl < + yl 

de cette aire, c'est-à-dire dans l'ûre 

En particulier, si Taire de convergence A(x, y) relative à la fonc- 
tion Z,(:Q comprend tout le plan, sauf les points d'un arc de courbe 
/(x, y) = o, Taire de convergence A^ relative à la fonction ZQO com- 
prendra tout le plan, sauf les points de Tarc/I , , ^ , ^ ^ , ■ = o 

transformé du premier arc par rayons vecteurs réciproques, le pôle de 
transformation étant à l'origine et la puissance étant un. 

CHAPITRE n. 

Étude d'un cas particulier. 

25. Laguerre a étudié le développement en fractions continues des 
fonctions Z(:^) vérifiant Téquation différentielle du premier ordre 

OÙ fV, F, U sont des polynômes en :(• 
n part de Tidentité, supposée vérifiée, 

où ^(X)y /(O s^^^ ^'^° ®^ Tautre des polynômes en [ de degré n et 
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®ù ("â«+») ^feigï^^ ^^^ s^rie ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes de la variable 7i commençant par un terme de degré — (^n -}- i) 
et il montre que f([) doit vérifier une équation diflférentielle de second 
ordre: de cette équation, il déduit une loi de récurrence entre les po- 
lynômes /^^,(:(), /,^(:(), /,(?). On sait d'ailleurs que les polynômes 
?ii-Ka(0> 9n-*-i0ù> 9nOÙ vérifient la même loi de récurrence. Cette loi 
de récurrence conduit au développement en fraction continue de la 
fonction Z(^. 

A dire vrai, Laguerre n*a appliqué son procédé qu*à des fonctions 

txès simples, telles que ■ _ ) (constante qudconque) (cf. § 42), 
vérifiant toutes Téquation particulière : 

(2) (a^+i)(c^ + i)^i^ = (^^+j)Z(o + n(0, 

OÙ a, by Cy dy p, q sont des constantes arbitraires et II QQ un polynôme 
quelconque et il n'a même pas donné le développement en fractbn con- 
tinue des fonctions vérifiant Téquation (2). 

Siûvant les indications que Laguerre a laissées, je donne d'abord 
ce développement. Puis, prenant comme point de départ les relations de 
récurrence existant entre les numérateurs et les dénominateurs de 3 ré- 
duites consécutives quelconques, je montre que le développement est valable 
dans tout le plan de la variable :^j sauf pour les points situés sur la cou-- 

pure joignant les points d*affixes , qui sont points singuliers 

a c 

pour la fonction ZQQ' 

I. — Développement en fraction oontinue de la fonotlon vérifiant l'équation 
différentietle : 

(2) (a^ + j)(c, + i)li^ = (p^+^)Z(o + nco, 

où a, by Cy dy p, q sont des constantes quelconques et n(i) un polynOme 
en X,' 

26. Nous supposons que ZQO est développable suivant les puissan- 
ces négatives de h variable: 

M. c 
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Déterminons avec Laguerre deux polynômes de degré «, 17,, V^ par 
la condition que les 2 n -f- i premiers termes du développement 

de la fraction rationnelle -y- soient identiques aux 2/> -|- i premiers 
termes du développement de ZÇ^y en sorte que 

(3) ^(0 = ^ + (p:n). 

OÙ ■ -is:pi I représente une série ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes de z^y commençant par un terme en 



a»-*-x ' 



Les polynômes t/^, V^ peuvent être détermmés, une fois le déve- 
loppement de %^ connu, par l'identification du polynôme U^ au produit 

On déduit de (3) 

-,.. VU'-UV , / 1 \ 
Z(x) = yi h \^*) 

et, portant ces valeurs de Z(Xi et Z'(^ dans (2), il vient 

VU' — UV U 

(^^ + »)(K + ^ ^a -0't + g)-f -n(0 

= (PK-\-q){^) - («^ + fr)(c^ + 'O(^) 
(a^+i)(c^+^(ru'-t7P)-0'^+,)ur-n(OF»=(^)p. 



Changeant :( en — 



' (a + iO(c + dO(^.t^,- t^.^J 



lii-Kl 



â^(/' + ?0t^.^.-?èS^f = 4:rKO. 



y *»M-1 V* I A VX I I _.»-I--i. I y-i 



OÙ l'on a posé 
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n.(0 = fn(^), 

en désignant par w le degré du pol3môme UÇ^i), 
Ceci peut s'écrire 

(O ^ (^**^) représentant des séries ordonnées suivant les puissances 
aoissantes de [ et dont les premiers termes sont de degrés respectifs 
2 n et 2 « 4" ^• 

Le premier membre étant de degré 2 n -{- tc, la série V\ (^***^ ne 
peut que se réduire à son premier terme, d'où 

[(a + iO(^ + dOdf. u, -uj;)-(p + ?o t^, y^]f" - n. ^^î 

= ^'"^'^ X constante. 

Changeant à nouveau :t en — , 

(4) {flX^'h)ict+i){yU'—UV')—{p%:^q) [7^—0(0 P= constante. 

27. A Taide de cette relation, Laguerre fornie comme il suit une 
équation différentielle dont V est solution. 
Soit 

G) Ar(0./'-M(0/ + i/-:y = o ou y'-^/ + ^^ = o 

une équation différendelle linéaire du second ordre admettant les deux 
solutions particulières 



Des identités 
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on déduit, par élimination de i/, 

d'où 

or, en posant 

-i-Fe~-^'"''XRiU^FZ')=e~''"\y'U-yU'-\-V'Z'+yUJt-rZR] 

ou, vu la relation (2), 

/.>. — y2y. 

-JRix 

et, tenant compte de (4), 

yb',-^;^. = -(,,+,Xc,+ ^Xconst = -^^^_^^^^^_^^^Xconst., 
d'où 






^+d) a\-\-h c\-\-à 

Uéquation diflFérentielle (j) que vérifie V est donc de la forme 

(a^+t)(c^ + d)/' + [(/, + 2aOî + a'^ + *cH-y]/ + X> = o, 

où X est indépendant de ;^ vu l'homogénéité. 
Si 

^ = «o + «.^ + «.<* + V «.?". 
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exprimant qae le terme de plus haut degré est nul, il viendra 

«(« — i)ac + »(/> + 2ac) + X = o, 

d'où 

X = — «[(«+i)ac + />]. 

Ainsi le polynôme F est une solution de l'équation 

28. Cela posé, Lagubrrb remarque que la relation 

OÙ A^^ est indépendant de [, comme on le voit immédiatement en 
remplaçant tt^' » -jr par leurs développements 

£!=..=:S-i--^4--^-j \.^4.JL4.Mi + Ih.+ ... 

donne lieu i celle-ci 

iV^ y, - U, V^,)A,_, = (U, V,_, - C7^, yjA, , 
qu'on peut écrire 

(K., ^n-, + ^^. ^.) U. = ( £/... ^._. + U^, A,) F, 

OU 

en posant 

^n p 

^^. - — • 

Si Ton détermine le polynôme Q^^ par la condition que 
il s'en suivra que 



Digitized by 



Google 



(38) 
Ainsi, les polynâmes t7, F vérifient les relations de récurrence 

U _n U -h P U =o. 



OÙ P, étant indépendant de ;^, Q ^^ ^^ ^^ degré en ;(. 

29. Ici Laguerbe remarque qu'on peut faire l'hypothèse que voici: 
La constante de V équation (4) est égale à — A^. Et en effet, la relation 
supposée 

donne lieu â celle-ci 
Si 

£^... = 5. + ^î + M*+"-+P.^". 

on aura 

d'où 

quelle que soit l'indéterminée \ et si le polyndme 

^• + Y.C-'+---+Y. 
vérifie l'équation (6), il en est de même du polyndme 

M"H->Y.r' + "-+>Y.. 

Or, la relation 
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(39) 
OÙ A^_^ est une constante, donne, dans ces conditions, 

n(0 = n„;c + n.:c*+ •..+nn 

k relation (4) donne 

bd(\y,.-k^^, - Xp..>r._.) - çVp.Y. - nnVy: = constente. 
Supposer que la constante est égale à — A^ revient donc à écrire 

d'où l'indéterminée [l en fonction de X. 

Dans ces conditions, l'équation (4) s'écrit 

OU 

OU encore, û„ étant une indéterminée, 

Kn + bXci + ^ ^: - û. r. + F.,,] C7. 

et se décompose en les deux suivantes 

(8) (a^ + bXci -\-d)V:=Q,F,- r.,. , 

(9) («? + fr)(fî + '0l^: = nr. + (/,^ + î + û.)F.-t7.,., 

OÙ U^ est, par raison d'homogénéité, du i^ d^ré en [. 
Dérivant l'équation (8), il vient 

et (6) devient 

(/'^ + î + û.)r.-^:;^. + |û:-[ûf(i + ») + /.]«}r.=o. 
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(40) 
Éliminant V^ entre cette éqoation et Tëquation (8), on aura 

+ (ai + i)(K + d)iû: - [«c(i + «) + />]«} F. = 

ou 

Comparant aux relations (7), il vient 

(10) 2. = n + ^ + û. + û.^., 

(11) P, = (P^+î+".)û.+(a^+*)(c^+d)iû:-Ki+«>f/»J4 

Les relations de récurrence (7) seront déterminées une fois le po- 
iyndme du premier degré ù^ déterminé lui-même. 

30. Laguerre pose i cet efiet 
d'où 

et, substituant dans l'équation (ii)» il vient 

[>^+î+(a^+t)(c^+(0](«î + *)(fî + '0-^ 

ou 

O'=r + î)(aî + *)(f^+'0v + (''^ + *)(^^ + ^ 

j(2act+a^+k)^(a;C+tX'^t+'0^-»[(«+ï>f+/']j-i'. 
ou encore 

(12) {ai^V){çx. + (0«" + [(2«f + />)^ + ad + te + î]tt' 
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O, étant un polynôme du i" degré, posons 

— _j. 



déterminer le polyndaie Q^ reviendra à déterminer les constantes a, §• 
D'aiUeors cène relation conduit à celle-ci : 

et si Foû exprime que u vérifie identiquement l'équation (12) on aura 
3 équations déterminant a, ^, P^, d'où 

Û, = (a + P)a(;;c + aoLd + c^b 

et enfin, vu Téquation (10), 

(12^") a = n + ? + û. + û.^,. 

3t. Voici le développement des calculs. 
Si IV = (ax, -f- b){c:^ -|- d) , on a posé 

et réquatîon (12) s'écrit 

(13) wu" + tvy ^(^tv,-^y = o, 

où 

W'. = -[«<!+ «)+/.]«. 
On a donc 

••=»'^. ""=(»y'-^'"+(i»)'^' 

et, portant dans (13), 
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or, 

(15) Û, = (« + P)tf<:t+fl«<i4-«M = Y^ + *, 

en écrivant tfc(a -[- p) = y, axd -\- c^b = i et (14) devient ainsi 

(y^ + ^y H- («t + *)(k + 'Oï - (2«K + *« + '"0(Y^ + ») 
+ [(2ac + /.)t + ^c + arf + î](Y< + X) 

- («t + *)(«î+ '0[«f (I + «)+;>]»- i*. = o 

ou 

(Y^ + J^y + i^^ + bXci+d)^ + (P^+ 9)(YÎ + ^r 
- (^:C+ *)(^^ + ^[^^0 + «) + /^]« - ^. = o. 

Cette équation devant être identiquement vérifiée, il s'ensuit qu'on doit 
avoir simultanément 

(16) f-{'acy-\-p'>[ — ac[acii + «)+/>Jn = o, 

(18) X' + tXy + ?^ — bd[ac(i + n) + p]n — P^ = o. 
On tire de (i6) 

Y- i ' 

d'où les deux valeurs suivantes de y^ 

Y, =fl(;w, '{, = —iac + p + acn). 

Si '^ =z actty l'équation (17) donne 

N _ (ad + bc)(acn + j?) — ytfc 
2ac« +p 

et l'équation (18) donne, après un calcul assez long mais qui n'offire 
aucune difficulté, 

p n(nac-\-p)[n(ad — bc)a — bp'\-aq][n{ad — bc)c—cq'^pd] 

^«- [2nac + pY 

L'équation (15) donne alors 

, (ad-\- bc)(acn + p) — qac 
• ^ ' 2nac -{-p 



Digitized by 



Google 



(43) 
d'où (12"») 

^ (2f«K+p)[2(«+i)ac+;>J • 
Si Y = — d^c -{- p ^ acn)f on est conduit aux mêmes valeurs de 

f. « c ^ 

Ainsi, les tennes des réduites -^ de k fraction continue déve- 
loppement de la fonction ZQQ vérifiant l'équation différentielle 

(n + *)(«^^ + '0^^ = (P^ + ?)^(O + n(O. 

vérifient la relation de récurrence 

où 

_ n(nac-{-p)[n(ad — bc)a — bp-\-aq][n(txd — bc)c—cq-\-pd\ 
"~ (2nac-^py 

(2.={(2nac+/>)[2^»+i)+/>}C+(ad+k)[2«*«<:+2(«c+j>>+/']+PîX 

(2«+I>C+/> 

^ (2««c+/))[2(«+i)«é+p] • 

Dans le cas oh p = o, les quantités P, , )2« prennent une forme 
beaucoup plus simple : 

û.=(.»+o(««^+'-^). 

On remarquera que, d'après la marche des calcub, si 

fn.i = i+Y.t + Y,^*H l-T»^". 

les polynâmes U^, F, donnés par les relations de récurrence seront ks 
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produits de t/^, , F,, par un facteur constant: 

U Uni 

Comme ~- = *'' ■• , cela n'o£Bre aucun inconvénient 
n. ^ Étude de la convergence du développement précédent dans te cas ofe 

Nous montrerons que le cas général rentre dans un cas plus étendu 
encore, dont nous ferons plus loin l'étude (Ch. Œ). 

32. Posant ac = P, ad -{- ic = 2 Q, ad — bc =: 2R, j = 2a>, 
les relations de récurrence s'écrivent 

u, t/, t/, 

La suite -«r, -^, <w, ... converge ou diverge en même temps que 
k sirie 

Étudions le rapport 

y V 

Éliminant (2« -f- 1)(^^ + entre les relations de récurrence il vient 

£/... ^. - £^. ^... = («iî + «>)(» « - «)(i/. v^, - a_ r.), 
d'où 



iî. 


= 


h- 




u,_ 


t/.-. 
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Si Ton pose 

R^ devient 

daiHeuTs 

(2)[(«+l)i?-<o]«.,._(2«+l)(P^+0U. + (»ie + co)«_. = O. 

Or» k fonction y(t, a) 

yfc *) = «o + «.« + '^i** + *,*' + — I- ^y 

=a*[i?-2(P^+C>+i?«']"''^ / (''0+^.')^' 






OÙ les arbitraires a^, a, ont été choisis de manière que les coefficients 
des termes en a°, a' du développement soient précisément w^, a,, vé- 
rifie l'équation différentielle 

Si Ton dérive « + i fois par rapport i a cette relation, on obtient, 

dTY 
en substituant m!v à , ^ , 

[(n+i)Jî-cu]t;.^,-(2fi + i)(P^+e)z;. + («iî + 6))t;_. = o; 
la comparaison avec la relation (2) montre que (puisque v^=w^, v,=i^,), 

^« = '*« 
quelque soit m. 

Pour une valeur déterminée de ;(, la fonction Y(^y a) 



«•^[i?-2(P^+0a-|. 
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admet un développement 

valable dans un cercle ayant pour centre le point a = o et passant par 
le point singulier a . y le plus proche du point a = o. 

Or la fonction admet les deux points singuliers a,, a^ racines de 
l'équation 
(3) Ro^'-2(Px+Q)oi + R = o. 

Si les modules de ces racines sont différents Vun de Vautre (|a,f <[I*J) 
un seul point singulier a^ sera sur le cercle de convergence et le rapport 

— 2- tendra vers a_. Donc, en ce cas, 



et par suite 



puisque a,a^ = i. 
Alors 



i«.i = 



lim 




= l«.l < 1 


f/«,a 


1 




lim 




<i. 


««-}-« 


X 




X 


fi 


(«- 


f 


R — 


<ù 



tend vers une limite moindre que un et la suite des réduites converge. 

53. Il ne peut y avoir divergence que si les modules des racines 
a, , a^ de Téquation (3) sont égaux, car ils sont alors égaux à un et 
|j?.| tend vers un. 

Si les modules des racines de l'équation (3) sont égaux, il y a di- 
vergenu. 

Un calcul facile montre que l'identité des modules a lieu sous con- 
dition que le point t^ soit sur le segment rectiligne joignant les points 

d'affixes , . 

a c 

En effet, si l'équation (3) admet la racine a, = a', -j- a^i, elle ad- 
mettra la racine 



«. = 



«: + <«~< + «r 



et, les modules devant être égaux, 
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t!^ -I- a'* 

d'où 

<* + <=! et a, = <—«;», 
d'où encore 

Soit 

«. + «. = ^^\"^ ^^ = 2^(*, :y) + 2iif(^, :y) ; 

la condition précédente nécessitera que 

lir = o. 

D*ailleurs 

nécessite de plus que 
soit dans le cas présent 

on aura: 

2(f ^ + Q) _ ^ (n. + n, o(x + iy) + X. + x.^ 
R ~ P. + P.» 

a(n,x-n,y+x.)p.+(n,x+n,:y+xJp,+>[-(n.x-nj+x.)p,+(n,x+n.>+x,>.] 

pî+p: 

et les conditions d'identité des modules s'écrivent 

n.*-n,y + x. ^ ".T+P.^ + x. 

p. p. 

~L pî + p: J 

, y (n.x-n,> + x.)p. + (n,x — n.)> + x»)p» y. 
~ - pTFT^ - ' 

conditions qui deviennent 

(g. c. - a, cj y — (g, c. + g. c,))> + a. <^. — a, <i, 
g.d, — g,ii, — *,c. + *,c, 

_ (g. g. — g»0> + (g»<^. + «. O ^ + a. '^a + ^'^^^i — ^ + ^ 

avec 

-i<X<i, 
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si 

Ces conditions supposent bien que le point :^ est sur le s^[ment rectQi- 

gne joignant les deux points d'affixes , . 

D'ailleurs, il y a ordinairement divergence sur ce segment, car les 
points en question sont ordinairement points singuliers de la fonction 
représentée par le développement en fraction continue que nous étudions. 

34. Cette fonction Z(;^) vérifiant Téquation diflKrentîelle 
est de la forme 

J (n+*) -^"in+i)^ 
i" Si n(^ est nul. 



^«=C^-) 






et les relations de récurrence subsistent : 

f„.-(^-0(-.+^)t'.+^(»-.)'-f]t^..=o. 

»'„.-(^.-0(«.+^)>'.+2^(.-)--f]''.-,=o. 

Les points critiques sont alors algébriques. 

2^ Si Téquation différentieOe est de la forme particulière 

(«^ + *)(c^ + d)^:^ = k, (q = o), 
d'où 

^^^ - ad - bc^ c^-^ d bc- ad^°^ ai+ b' 
les relations de récurrence subsistent encore et s'écrivent 

U,^, + (2« + iKPk + C) t/. + n^R' t/^. = o , 

^^. + (2« + i)(Pî+ Q) r. + «'«*r._. =0. 

Ici les points critiques sont logarithmiques. 
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Dans Vun et Vautre cas, la convergence est assurée en dehors du seg- 
ment rectUigne joignant les deux points singuliers. 

Le prolongement de la fonction par la fraction continue n'est donc pas 
essentiellement arrêté par les points singuliers qui sont critiques algébriques 
ou critiques logarithmiques. 

Nous aurions îd i examiner le cas des fonctions vérifiant l'équation 
diflfkentielle 

Nous ferons cette étude après Texposé de la théorie générale. 



m. — Extension des résultats précédents aux fractions continues de M. Padé, 
qui correspondent au cas particulier étudié. 

35. Comme on l'a vu, si les réduites obtenues se rapporteut i la 
fonction Z(^, les réduites complémentaires -j^ vérifiant la relation de 
récurrence 

^...+(2«+0(i'H-î20 ''. + ('' Jî + ")(««-«)^'^^.=o, 

se rapporteront i la fonction Zl — ) = Z|(0 ^^ convergeront dans 

tout le plan, sauf sur Tare de cercle CD, transformé par rayons vecteurs 
réciproques du segment rutiligne AB. 




(Fig- t). 
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(50) 

En particulier soit 



^(T)-«-m)' 



Le premier développement, celui qu'on a étudié, est valable pour 
tous les points du plan, sauf le segment AB. ht développement corn- 

plimentaire, développement de la fonction (— x^ ) «st valable en tous 

les points du plan, sauf sur le segment CD. 

Le développement complimeniaire de Z(:(), où Ton a échangé a et 
b, c et dy représente donc, comme le premier, le développement de 

(ar -4- b\^ 
'T j ) > mais est valable, lui, dans tout plan, sauf sur l'arc de cer- 
cle AB. 

Nous avons donc deux développements de la fonction, l'un diver- 
geant sur le segment recdligne A B seul, l'autre divergeant sur l'arc de 
cercle AB seul. Ainsi la fonction est représentée par l'un au moins de 
ces développements en un point quelconque du plan. 

CHAPITRE m. 
Étude de la convergence d'une suite de fractions rationnelles 
^, 5^S itf , ... , ^, où les polynômes 17, F sont 
définis par des relations de récurrence de Tune des formes: 

) AUp.^.. + V.t/^-. + n(m)^,C7^^_, = o, 

i A Vn... + V. y^ + n(m)^, r_. = 0, 

A, U^^r + B,^, U^ + U(m)A, U^, = o, 

A v,.n..^ + 5*.. f^,.-. + n {m) A, r_. = o, 

A^y B^_^^ étant des polynômes en ;( de degrés respectif h 

et fe + I, et ^i, B^^^y n(w) étant fonctions de m. 

Nous supposerons même que 11 (m) est un polynôme en m. Le 
cas où n(m) est une fraction rationnelle se ramène aisément i celui<i, 
comme on le verra i propos des développements de Laguerre. 
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I. — Préliminaires. 



36. Dans Tun et l'autre cas, nous avons à considérer une série de 
la forme 

et le rapport 

OÙ 

(0 A. K.. + B,^, r. + n («) A, F^, = o. 

On peut écrire 



et (i) peut se mettre sous la forme 

V^. f. ^ A, ^r. 



n(«)T^X^ + %iX-A + i=o 



OU 



y 
Si t^n(n) -pr^ tend vers une limite L (et alors i?^ tend vers la limite 

X ), on a 

I* 4. lim -^±1=1 +1=0. 

Trois cas sont à examiner: 
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L Z"^' tend vers une linaite déterminée, 

n. F== tend vers réro, 

in. Z"^' tend vers Tinfini, 

D 

car nous excluons le cas où ;== n'aurait aucune limite. 

n. — Premier cas. 

D 

37. Si F== ^^ vers une limite déterminée, nous admettrons 

A,Vn(n) 

que £ sont, comme D, des polynâmes, mais polynômes en ;( et n. 

L Aj^ et 2?j^, fo«< J'a« mAn^ d^^r/ k en n: Alors n(ff) se réduit à 
une constante a», 

et (i) devient, en écrivant Aj^(h) pour A^^ -Bj(n) pour 5,, 

(a) Mn)F,^, + 5»(«)r. + «.^.c»);-^. = o. 

Considérons une équation différentielle de la forme 

OÙ a, , fl, , flj , i, , i,, . . . , iij , a^ , <y, sont des fonctions de ^, Z étant 
fonction de :( et de a. 
La fonction 

(4) Z(^, «) = 5„ + 5.« + S.«'+...+S.«-+... 

vérifiera cette équation si la série du second membre converge et si 
pour m > I on a 
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^^L '('»-*— 0' c»»-*)! ^*(«-2)!^^'(i«— I)IJ^•— 
L (^ — A— 2)! ' ' {m—k—iy. * ' A'""" 3)' '(w— 2)!J ""* 

Déterminons les polynômes en :^(a, b, Cy . . .), de manière que, 
quelque soit m, on ait 

tnl , , fwl , , ml . j wl . /> V 



«5 



("*— 0' I k (>»-0> I I ^ (m— ly (ot— i)l _ 

(m — 2)1 , , (m— 2)! , , (m— 2)1 , . (m— 2)! . , » 

(«—A— 2)! ' '(«»—* — i)l ' ' '(««—3)1 ' '(«1—2)1 '^ •'* 

les quantités 5. vérifieront la loi de récurrence 

(5) ^iC»» — 05„ + B»(«-i)5_, + «.^j(«-i)S^, = o («>i). 

Si de plus on détermine a^, (x, , de manière que 

(6) s„=r„, s. = r., 

on aura, quelque soit Tindice m^ comme le montre le rapprochement des 
relations (2), (5), (0> 

d'où 

Or, on sait que Téquation diflFérentielle (3) admet une solution 
analytique (4) convergente dans un cercle décrit de l'origine comme 
centre^ le rayon de ce cercle étant égal au module de la racine de moin- 
dre module a, de l'équation 

(7) a, + a,ct + a^cL' = o, 

cela sauf cas exceptionnels. 
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Donc, 

= 1, 



lim 



S. 



où L esc la limite du module de la racine a, . 

Si 

A^Çtn) = Amk + A^m^^ + • • * > 

Bj(m) = 5m* + B, w^' H , 

oix A, A^y B, B^, ... sont des fonctions de :^, 

a^=z Af a^=: By a^=z tùA 

et l'èquadon (7) s'écrit 

(8) a)^ot* + Ba + i<=o. 

St /« modules des racines a,, a^ sont inégaux (|«,| < l«,|), 

lim 1? =0) lim I -pr^j = *«>«î <C ***i*a> 
quantité dont le module est un, puisque 

iùA 



«a,a, = a>X-7-ir= i; 



donc 

lim |«|< I 
et il y a convergence. 

Si les modules des racines a,, a, sont égaux, 

lim |lî| = I 

et il y a doute quant à la convergence. 

L'équation (8) peut d'ailleurs s'écrire » 

Ay^ 

ce qui montre que si les modules des racines de l'équation (8) sont 
égaux, il en sera de même des modules des racines de l'équation 

comme il est facile de le reconnaître. 
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38. n. Cas général — Le cas général se ramène comme il suit au 
cas précédent. 

Si .^"*'' tend vers une limite détermmée et si A,, Bt,_^. sont 

AVÛ(n) 
respectivement de degrés m et i en n, n (ri) sera de degré 2 (iî — m). 

Ainsi, nous avons à déterminer la limite de 

F V 

sachant que les polynômes V sont liés par une relation de récurrence 

^Sri)V^, + B,in)V, + n,„_, («) ^„ («) F... = o. 

Soient «, , «^ , . . . , fij_^ , i — m racines quelconques de l'équatiGn 
^%{\^m) (") = o> ^ï^ sorte que 

Posons 



Nous aurons à étudier la limite de 

'■>n'(«) vJLvii 

OU simplement de 

^ £7 -^ £7 * 

puisque II' («) est un polynôme en n de degré k — m. 
Or, la relation de récurrence peut s'écrire 

n„^»,(«)^«(«)/=- X -^ + 5»(«)/=- + A^(n) = o 
ou 

n.(k_«,(«)^«(«)7i^-— -^-•— -^ ••• - — ^X 

^«-hi n — n, n — n^ n — n^_^ 

U i 1 » 

U^ fi — ^ fî, — 1 n — n^ — I 



+ ^'^"^ Ui, X (« - «.)(« _ „J . . . (n _ «^J 
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OU encore 

et les coeflScients de a^_, , i*^, w^, sont d'un même degré en n, de 
degré ik — m. 

On est ainsi ramené au cas précédent. 

39. La convergence a lieu en tous les points du plan où les mo- 
dules des racines d'une équation 

if y eu 
que nous écrirons 

P' - 2[P(x, y) -\-iQ(x, y)]P + I = o. 

sont inégaux, ce qui suppose que 

C = o, -I<P<I. 

Divers cas peuvent se présenter. Les régions de divergence peuvent être 
de simples arcs ; elles peuvent être formées de ime ou plusieurs courbes 
fermées ou non. 

Elles peuvent ne pas exister. 

m. — Second et troisième oas. 

D 

40. — 7== ^^^^ v^''^ Tiiro : ici [Z-l = i et nous ne pouvons rien 

dire sur la divergence ou la convergence. Parfois, l'application des règles 
connues relativement aux séries donnera la solution de la question. Mais 
on ne saurait énoncer aucune proposition générale. 
En fait, la fonction 

a, quelque soit [, un ou plusieurs points singuliers sur le cercle de ra- 
yon un tracé dans le plan de la variable X et il y aurait lieu d'étudier 
l'allure de la fonction sur ce cercle. 



Digitized by 



Google 



(57) 

41. ^ /"^' tend vers TinfinL 

Si B^_^^ et A^ sont des polynômes en w, les raisonnements qui ont 
été faits poor le premier cas sont applicables. 

IV. — Applications. 

42. Nous étudierons ici le cas général du développement en fraction 
continue de la fonction Z(^) vérifiant l'équation différentielle : 

(«î + *)(^î + ^)^^ = 0'î+?)^(O + n(O. 

Nous avons ici (§ 31) 

^»^... + B».. f, + H») A f^, = o 
avec 

B,^,=-\(2naC'^p)[2ac(n+i)+p]^+(ad^bc)[2n'ac+2(a^^ 

^^ (.2n+i)ac+p 



jj, . _ fiÇmic + j>)K^ — bc)a — ^/> + gg][n(^ — bc)cn — rg + j) J| 
^ ^ (2«ac+/)y 

et, comme nous allons le voir, ce cas se ramène facilement i celtii où 
n(ff) est un polynôme. 

Nous avons à étudier le rapport 

F V 

n-hi ' n 

Posons 

c« — «J 

Jif = — aac, 

M. t 
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d'où 



on aura 



p _ NÇtt — «t)(w — «7)(n — H,) w, w, 

(»-«J'(«-i) ^«. ^ - 



''«-♦-I 



et la relation de récurrence s'écrit 

H»)^X-f^+ B,^.-f^ +1=0. 

Posons encore 

ad — bc u^ ^n . 

2 U XV * 

£^ devient, en négligeant la partie qui tend vers un, 

i?. = -^ X 



et la relation de récurrence prend la forme 
(ad— tc)(«— «J(«— nyX»— »3)(«— «,)wtt/^., 

et devient à la limite 

ad — hc a / ad-^hcX , ad — hc 






= 0, 



relation déjà trouvé dans le cas où p = o. 

Le problème de la convergence est donc résolu : il y a convergence 
dans tout le plan^ sauf sur le segment rectiligne joignant les points d'affixes 

a ' c ' 

43- Laguerre *) a donné les développements des fonctions parti- 
culières que voici : 

i^ Z(0 = «'"'"« S 



*) Laguerre, loc. dt. 
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qui vérifie l*équarion différentielle 

le développement converge dans tout le plan, sauf sur la coupure rectiligm 
joignant les points zt. *• 

2" Z(0 = l0gi±|, 

qui vérifie Téquation différentielle 

0+0(1-0^^ = 2; 

le développement converge dans tout le plan^ sauf sur la coupure joignant 
les points ±_ i. 

qui vérifie Téquation différentielle 

(i-^')^^ = 2«.Z(0; 

k développement converge dans tout le plan, sauf sur la coupure rectiligne 
joignant les points ± i. 

V. — Étude des fonctions Z(x) vérifiant Téquation différentielle: 

(n + *)^^^ = (Pi + î)^(0 + n(0. 

44. Cette équation est un cas particulier de l'équation étudiée par 
Laguerre où Ton ferait c = o, d = i. Mais la relation de récurrence 
devient 

U,^, -iPl + an^q) U^^n(na'-bp + aq) U^, = o, 

fn^^ -(Pl+ ^n + q)F^ + n(na^ ^bp ^ aq)F^^, = o, 

et nous avons i étudier le rapport 

R = -^ X^X n(na' - *p + aq). 
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posant 

j; _ ^tf' — ^/^ + gg % w ^«~. 

a»(n— i) a^, «, ' 

et la relation entre les polynômes F^ devient 

na^ — bp^aq p^^gn + q _ 

a' („ _ I) ^— a(n - i) **" ^ ^^' ~ ^ * 

réquadon en a est id 

a* — a -|" I = o, 

d*où a = -^ ^ et |a,| = |aj = i : quelque soit %. Il y a douU 

sur la convergence. 

45. A ces fonctions se rattache la fonction : 

Z(x) = ''J^- 
qui vérifie l'équation différentielle 






et dont Laguerre a donné le développement. 

Stieltjes a montré *) que son développement converge dans tout 
le plan de la variable sauf sur la coupure constituée par la partie né- 
gative réelle de Taxe des x. 



•) Stieltjes, loc. dt., page 5. 
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CHAPITRE rv. 

Étude de la convei^ence d'une suite de fractions rationnettes 
-p- , \-p — I , dont les termes vérifient l'une des relations 
de récurrence 

A r^. + B^, r. + n (n):CA ^^. = o . 

A, u^, + B^, U, + n(«)tM, 17._. = o , 

A, r,_. + B,^, F,,. + u («) ic A, r_ = o, 

A^, Bj^^ étant des polynômes x, de d^rés respectife h et 
fc + I, et ^i, Bj^,, Il(n) étant fonctions de « *). 

I. — Préliminaires. 
46. Dans l'an et l'autre cas, nous avons à étudier une série 

et le rapport 
où 

(0 A, r.^. + B^. r. + n(«)^' j» J'^. = o . 

Ici, 

et 






*) Cf. PiNCHBitLB, Acta Mathematica, tome XVI. 
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a 62) 

V. 



il vient 






ll-»-t "^«-«-I 



K — 1/ °(") ^x ». ^x "^. 



Si — — tend vers une limite L et si l/ „.. ^ ■^ ^ tend vers un, 
«-*. r n(n— i) 



^, tend vers i* et l'on a 

L* + lim — 4kl=— L + 1=0. 

Trois cas sont i examiner : 

D 

I. *•*•' tend vers une limite déterminée, 

lAmn) 

n. ^ /' tend vers zéro, 



D 

nL \'^' tend vers Tinfini 



II. — Premier cas. 

D 

47* ^^ — ^ ttV V tend vers une limite déterminée, nous admettrons 

que B et A sont des pol3mômes en :^ et n ; nous admettrons aussi que 
II(n) est un polynôme en n. Le cas où A^ jB, II sont des fractions 
rationnelles en n se ramène sans difficulté au cas précédent, comme on 
le verra sur un exemple. 

I. A^ et Bj_^, sont d'un même degré t en « ; alors D (n) se ré- 
duit à une constante o) : 



V V 



«~i 
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L'analyse que nous avons faite à propos des fractions complémentair&s 
peut se répéter mot pour mot et si 

on est conduit à examiner l'équation 

Si les modules des racines ol^, a^ sont inégaux (|aj| <[ |a^|), 

limiî = a>:(Mim ( rr^l = f^X,^<^] < ^^^^i^aî 
or 

donc 

lim|i?|<i, 
et il y a convergence. 

48. Conditions d'igalité des modules. 
L'équation en a peut s'écrire 

(t/^^a)* + — — - {V^^x) + 1=0. 
Soit 



d'où 

^v^î~ *' + / ~ H *' + /^ *'+//' 

l'égalité des modules aura lieu sous condition que 

Py+Qx = o, 

II. Si Bi,^, , -/^i, sont respectivement de degrés m et A en «, n(«) 
sera de degré 2 (i — w) et ce cas se ramènera au précédent, comme 
cela avait lieu pour les fractions complémentaires. 
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III. — Second et troiatème ou. 
49. Comme pour le$ fractions complimentaires» si 



B^, 



tend vers Tinfini, U y a lieu de faire une étude particulière de chaque 

o 

cas. Si . *v' V tend vers zéro, il y a doute. 

IV. — Applioation. 
50. Revenons à l'équation 

(a^ + bXci + d) i:^ = (p^ + î)Z(0 + n(0 

et à son développement, défini par les relations de récurrence 

A u,^, + B,^, V, + n(«)^, c/^. = o , 
A,v^, + B,^. F. + n(«)^,r^. = o, 

5»^.=-{(2««+/>)[2af(«+i)-|-p]t-K«<i+fc)[2»*«+a(ac+/.>+ri+Pî}X 

>< [2(«+l>C+i>][2««+/»] ' 

-, . _ «(wflc 4-/>)[«(a<i — » c> — ^j) + aqWijad — fe> -- cg -f fw^3 

Nous savons 

i** que ce développement converge dans tous le plan de la variable 

:(, sauf sur le segment rectiligne joignant les points d'aflixes , ; 

o> c 

2^ que les relations de récurrence 



Digitized by 



Google 



(65) 

où 

t^,,=KBu..{Y)=K^'<^PlM'^'>¥p] 

„r^^_ n(,nac—pJ_K^à — bc)a — bp + aq][niad-bc)c — cq-\'pd\ 
^^~ i2nac-\-py 

U,, 
définissent des fractions „ ' représentant la fonction dans tout le plan 

",« 
de la variable :^ sauf sur la coupure circulaire joignant les points trans- 
formés de 

b d 

par rayons veaeurs réciproques, le pôle étant Torigine et la puissance 
étant ufty le segment circulaire en question faisant partie d'un cercle 
passant par le point ^ = 0y mais ne contenant pas le point :( = o, ce 
qui le définit sans ambiguïté. 

51. On peut retrouver ce dernier résultat direaement. 
On a en effet à étudier l'équadou 



ad — bc a / , ad-\-hc \ , ad — bc 
:C a'-2^ac-|- ^ ^)« + ^— 

et le rapport 



et l'on peut leur substituer le rapport 

et l'équation 

. , ad-{- bc 

^^'^ - ^ ad-\.bc ^''> +1=0. 
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(66) 
L'égalité des modules a lieu sous condition que 
N = o, — I <M <i; 
, ad •4- bc 

ï7^T7- = ^ + ^'' 

dc = n. + n,t, 

ad-\-bc = 2x, + 2x,i, 

ad — te = 2p, + 2p,i, 
il vient 

M — C^' p' + X» p») (j^' + y') + (^. P. + P. P.) * + (^a P. - ". Pjj' 

(*'+/)Cp: + pd 

xr _ (X, P. — X. P J (■«' + J'O + (P. P. — •^i P.) X — (ff. p. + P» Pa)> 

(**+/)(p: + pD 

Si Ton change ;;^ en — , les conditions 

— 1 <M< I, N = o 

deviennent 

P. * - na:y + X. ^ P.> + P, ^ + Xa 

p. Pa 

, y (P.^-Pay + X.)P.+(P,^-P.> + Xa)Pa ^,. 

conditions qui, nous l'avons vu, s'interprètent comme il suit : le point ^ 
doit être sur le segment recdligne joignant les points d'affixes 

b ^. 

a c 

donc les conditions 

— I <Af <i, N = o 

équivalent à celle-ci : le point ;^ doit être sur le segment circulaire tranS' 
formé par rayons vecteurs réciproques du segment rectiligne précédemment 
considéré, le pôle de transformation étant le point :^=^ o et le module de 
la transformation étant un. En ce cas, et en ce cas seulement, la fraction 
continue considérée divergera. 
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TROISIÈME PARTIE. 



EXTENSIONS DIVERSES. 



52. La méthode employée aux n°* 37 et 38 suppose simplement que 
les termes de 3 réduites consécutÏTes 

IL±i JL. E=i 

soient liés par des relations de récurrence 

A («) . f/... + 5 («) . £7. + C («) . C7_. = 0. 
^(«).n.. + 5(«)-^, + c(«).r_. = o, 

OÙ A{n)y B(n)j C(») sont des polynômes en n et j^ qu'on suppose 
(n® 38) d*un même degré en n. 
Si l'équation 

A(n) + B(n).oL + C(n).a* = o 

prend pour n infini la forme 

^4.5a+ Ca* = o, 
que nous écrirons 

U ne saurait y avoir doute sur la convergence de la fraction continue 
hors du cas où les modules des racines ol^, cl^ de cette équation sont égaux: 
ce qui suppose les relations ^ = o, p* <C i- 

53. Souvent, la région où la convergence apparaît comme douteuse 
est région de divergence. Nous Tavons vu à propos des fractions con- 
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tinues de Laguerre et nous le verrons encore à propos de la plupart 
des fractions que nous allons étudier. 

J'observe : 

1** Que sans doute il n existe pas plus pour les fractions continues que 
pour les séries des caractères absolus de convergenu. 

2° Que les aires de convergence douteuse que donne la méthode sont 
formées pour V ordinaire d'arcs de courbes, ainsi que le veulent les conditions 
générales 

P'<iy q = o; 

pour ce motif, les fractions continues réalisent en général le probngement 
analytique. 

3^ Que la représentation par fractions continues introduit des cou- 
pures et renseigne par cela même sur les singularités des fonctions 
étudiées, ce que ne fait pas le mode de représentation le plus général 
connu jusqu'ici, je veux dire le développement en séries de polynômes 
de M. Mittag-Leffler. 

54. I** Je rappelle ici que les termes des réduites -pr- d'une frac- 
tions continue 



K + 



'.+-57V 



vérifient les relations de récurrence 

2" Je ferai souvent usage de l'une des transformations que voicL 
On a identiquement: 



1 + 






1+'' 

appliquant cette identité à la fraction continue 
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1+ i 



i" 



1 + 
il vient 

f=e m: 

^ tfftftf 

I+Ç'+Ç" 5-^ — 






Pvicvn 
l + Ç^+Ç^'- ^ ^ 



! + • 



appliquant la même identité à la fraction continue 



G = 



.+-^ 



.+ ' 



1 + 

il vient 

F=-J- = — _-^— _ 






CVPVl 



1 + 

L — Les fraotions continues de Gauss *). 
55. Gauss a doonë le développement 
log (i + = K — — 






1+ "^ 



1 + 



*) Gauss, Gêsammélte Werke^ Tome III, page 125 et suiv. 
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où 



et, en général, 



«. = T=C «. = Tt 



d = -rZ CL = —7 

*3 < ^ 4 ^o^. 



«, = ^< «« = à^ 



«7 = f.^ 



«4" ^ '^ 



2 . . fflV , 3 2niv 

fl. ^ r sin 7 ; r- z cos , 

2» ^ 2 * 2(«+ l) ^ 2 ' 



*. = i; 



cette loi n'étant pas algébrique, nous ne pouvons appliquer notre méthode. 
T, si < = -i-, 

G = L 



Or, si / = — , on a, en général 



i + — A^ — /+ — ^ — 



et, vu l'identité 



/ + — ^ = < + a, - -^^ 



■+i. -• •■+>* 



G = 



. + ., ^ 



" fl.tf. 



' + «.+ «.+ 



-J--J 






d'où 
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i.i 

^ , I 2.6 

(0 ' + T 



2.2 



< + 4r + é- '■■° 



1 

ici. 



* 10 ' 10 



I.I 2.2 3 3 

*""~2]6' * ~ "" 6.io' * ~ ~ lô^'ï^^' "* 

*. = * + T> 
d'où 

t^-*i - (^ + — W« + 7 ^ i—N ^-x = O» 

"*' \ * 2/ • ' (4n — 2)(4n+2) •-' ' 

^'.^. - (^ + — V. + 7 S r-^ ^^. = o. 

"^' \ ' 2/ • ' (4»— 2)(4n + 2) •-' 

Rappelons, une fois pour iouUs, la suite des calculs. 
Je considère la série 

qui converge et diverge en même temps que la suite des réduites. 
Si le rapport 

_ Un^r K - U, y^. w K fn-, _ »' ^. ^.-. 

où les fonctions T,^,, T,, V^, sont liées par la relation 



.-,-=0 
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OU 



(4 



>-4- + ^) ^fe^^-(' + T)>^ + ' = °' 



tend vers une limite moindre que un, 'û y z convergence. 
Or, si les modules des racines de l'équation 

(2) ^^«»^(t + |)«+x=0 

V V 
obtenue en faisant n infini et tH^ = -p^ = « dans Téquation précé- 

dente sont inégaux, la limite est momdre que «n, il y a convergence. 
Si ces modules sont égaux, ce qui nécessite que Téquation étant écrite 

a* — 2(p + qt)oL -f- I = o 
on ait 

? = o, i^' < I, 

et seulement dans ce cas, il y a doute sur la convergence. 
Dans le cas présent, Téquation en a peut s'écrire 

(i-«y-2(2«+l)X(7Ct)+I=0 

et les modules des racines de cette équation sont ^uz en même temps 
que les modules des racines de Téquation (i). H y a donc doute sur 
la convergence quand 



x^ + y Jf + > 



2>y 



ce qui donne lieu aux relations 

et cela a lieu si la variable :^ a une valeur rétïU négative moindre que un : 
Le point 7^ = — i étant point singulier pour la fonction 

la coupure est lieu de divergence certaine et la fraction continue (i) re- 
présente la fonction dans tout le plan de la variable :(, sauf sur la coupure 
allant sur Ox du point — i i — oo . 
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$6. Gaxtss a xlooné aussi le développeoieat 

(3) fogi+1 = î^_ 

, 1-^ 



2.2 , 






44,2 



I 

Ici, 

a= (>» - 0' 



(a«— 3)(3«— I)' 
et nous avons à étudier Téquadon 

7 \7 i \î * = O, 

(2«— l)(2« + l)^ 

que nous écrirons 

(2« - I)(2« + i)(t) ~ t(t) + ' = O' 

et qui devient à la limite 

(ïy-'7^(ï)H-=»- 

La r^ion de convergence douteuse est définie par les relations 

où 

y = o, — ;c*<x<;c*c.fl.4.x(jc— i)>o avec x(x+i)>o 
et comprend la partie de Taxe des x extérieure au segment — i, -^x, 

M. lo 
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Les points — 1> -h i étant points singuliers logarithmiques de la fonction, 
la région de convergence douteuse est région de divergence certaine et 

La fraction continue (3) représente la fonction log — i— ^ dans tout 

le plan de la variable x^, sauf sur les coupures allant sur Ox du point 
+ I att point -j- 00 et du point — i au point — 00 . 

57. Ces fractions continues dérivent d'une fraction continue beaucoup 
plus générale donnée par Gauss et que je vais maintenant étudier. 
Si 

«(a+i)(« + 2).HP+0(P + ^) .. I 
représente la série hyper géométrique j Gauss a montré que la fonction 

F(«. P, r, 

admet le développement en fraction continue 

(4) G= ' 

i-\ -'^ 



1+-^ 



i + — ^ 



x+ ^'^ 



1 + 



où 



«(y-P) ^ _ (P+0(Y + «) 

~ •" Y(Y+0 ' '~ (Y+0(Y+2) ' 

, (*+i)(Y + i-P) ^ :_ (^ + 2)(Y + 2-«) 

~ '~ (Y + 2)(y + 3) ' '~ (Y+3)(y + 4) ' 

^ _ (Hi^Ky+IzJ) ^ _ (P+3)(Y + 3-«) 

*~ (Y + 4)(Y + P) ' '" (Y+5)(Y + é) ' 

et, en général, 
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2nw 
cos 






La forme transcendante de cette expression ne nous permet pas 
d'employer la méthode indiquée et, pour ce motif, nous allons transfor- 
mer la fraction continue. 

On peut écrire, en posant t = — , 
G = • 



.+^ 



. + ^ 



<+^ 






et, vu 



' + 



' + — ^ = ' + «0-^^ 






G = 



* + «o 



a.a, 
* + «. + «, ^ 






d'où 



^ ^ (« + «-2)(T-fi + «-2)(p + «-0(r-«+>'-0 

(Y+ 2n — 4)(y + 2« — 3)' (y + an — 2) 

5 ^f (P+^-OCy-'+w-O («+>'-i)(t-P+"~0 

(Y+2« — 3)(y+2«— a) (y + 3« — 2)(y + 2«-i) 
avec 

«■+■1 » » w »"— I 
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OU 

ce qu'on peut écrire 

_.*^.(^y-4i..(f)+.=o. 

Passant à la limite, 

(T)'-('-i){f) + - = »- 

Les conditions d'égalité des modules sont 

y = o, — I < ^J^ a — I < I : 

le point ;^ doit se trouver sur la partie de l'axe des x située à droite 
du point un. Le point X.^= i étant le seul point singulier de la fonction^ 
la fraction continue transformée représente la fonction dans tout le plan, 
sauf sur la coupure allant du point x = i au point x = oo . 

58. Si dans la formule (4) on fait ^ = o et qu'on change y en 
Y — I, l'identité 

PQ^ o, Y» = I 

montre que le développement donné devient celui de la fonction 

^ ' ' ^' '^-'^ Y ^+Y-(Y+i)'^ + Y(Y+0(Y + ^)'^ ^ 

Ce développement est donc valable dans tout le plan, sauf sur la 
coupure + ^> +**' 
Cas particuliers: 



i" 



+ u)" = («F(-a>, p, p, -~); 



donc 
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et le développement correspondant sera valable dans tout le plan, exceptée 
la coupure indiquée. 

2° Il en est de même des fractions continues 



»^ 



rencontrées par Gauss dans sa <r Theoria motus corporum cœlestium, etc. m. 
f La fraction continue 

F{s,i + s,i+i,iC) 

F{s, * + 5 — I, *, ^) 

étudiée par Tisserand *) converge dans tout le plan de la variable x, sauf 
sur les segments + 1 i+oo, — i à — oo de Vaxe des x. 

II. — Les fractions continues de Lagrange. 

59- Lagrange a donné le développement de la fonction 

I_| Sa^ 



x + . ^'^ 



1 + 



où 



l,- 



co + I ' 

' ("+i)(a<«H-0 '~(2»> + 0(3« + 0^ ' 

^*~(3" + 0(4<» + 0^' ^'~(4" + 00" + 0^' 



*) Tisserand, Mécanique ciîesU, tome I, p. 283. 
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f (3«*y r _ (3»+ «y j. 

osant d'une tnnsfonnition dë^i indîqnfr, nous é ciiro n s œoc 6aaioQ 



t— 



i+a.+u^ ^^^ 



-+(5,+çx-^^ 



«. 



».+ — i 



et noos anrons la 



1^ [(«-i>+i]'.,'«*'t-' 

, r-- [2(«_,)« + i][(2«-i>+ir(a»- + i) 

écrivant cette dermère iqoation 



2 I I • 
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les conditions de convergence douteuse seront, comme à l'ordinaire, 

? = o , p' < I . 
Nous allons examiner quelques cas particuliers* 

60. I® a> = I 

convergence douteuse sur la coupure allant du point — i à — 00: k 
fraction continue (5) représente la fonction dans tout le plan, sauf sur la 
coupure allant du point — i à — 00 . 

61. 2® a> = 2 

-^(0 = ^^ctang;(, 

2(x^^^/) -2xy 

Si ^ = o, />* ne peut être moindre que un. 

Si X = o, la condition p^ < i s'écrit (j — i)(y + i) > Oî la 
fraction continue représente la fonction dans tout le plan^ sauf sur la partie 
de Vaxe des y extérieure au segment dl i- 

62. 3** 0) = 3 

^ I —^ I _ ^(^ — <>^y . _ 2(x^— 3x/) , . y — 3x*y 
Pi" î*— ^1 -h I — (;,> j^yj -t- ï — (x^4./)3 i- ï i- * (x'+zy ^ 

la condition 9 = suppose 

7 = ou y^ — 3 X* =: o . 
Si 7 = o, la condition />* < i donne 

ou 

X < — I . 
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Si y* = 3 ^> ^ condition j>* < i s'écrit 

x>o avec x(8jc'— i)>o. 

Les coupures suivent les droites y = i: xYJl aies voni des points 

î 

singuliers :^ = ^ — i à l'infini. 

Le développement représente donc la fonction dans tout le plan, sauf 

sur les trois coupures définies. 



63. On peut traiter directement le cas de n = 2 ; 



— • ^^ — — :arctang;;^= ^ 



i- 



i+— ^ 



4t* 



1 + -^^ 



1 + 



5-7 



16^ 

7-9 



1 + 



Ici 

''--(2»-3)(2«-l)' 

et il est inutile de transformer la fraction continue. 
Uéquation en ot est 

I — a — -^a* = 0, 

4 

Nous récrirons 



(i")'-F(i-) + ' = 



et sous cette forme on retrouve les coupures allant des p<Mnts àzi à, 
Tinfini, suivant Taxe Oy. 
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La fradUm continue représente la fonction dans tout le plan^ sauf sur 
les coupures joignant d'une part le point + i au point -^co de Vaxe des 
y et d'autre part le point — * au point — oo du mime axe. 

64. On peut étudier directement encore le développement 



I-l- ^ - 


«'— I :C 
1.3 4 

1 3-5 4 


'+ 2 

Ici, 

«' — «* 


, + ^ + _M^ 

• 


^--(2«-l)(2« + 

et réquadon en a s'écrit 


i)'4 



ou 

ef)'-('+i-)tm+— 
ef)-'(f+-)Cf)+'=- 

Le développement représente la fonction dans tout le plan, sauf sur la 
coupure suivant Vaxe des x allant du point — 1 au point — 00 . 

65. Étudions enfin le développement de la fonction Z(7i) vérifiant 
l'équation diflférentielle 
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^(0= 



I — 



«•t 



» — 



1 + 



«-j-Q 



I — 



M — 20 



1 + 



«• + 20 



I 



»— 30 



1 + 




rfv- a;- 



La transformation que nous avons déjà employée donnera lieu à 
l'équation 

qu'on écrira 

(«iT-a(^+i)-y(«0+i = o 
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et nous avons à étudier l'expression 

i^ + y £■ 

x" + y 

il faut donc, pour la convergence, que 

x^ -{- y^ -{-n^o 
avec 

ce qui suppose la coupure circulaire figurée ci-joint : 

Le développement converge dans tout le plan^ sauf peut-être sur la coupure. 

Lille, 26 novembre 1904. 

R. DE MONTESSUS DE BaLLORE. 
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